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ĐẠO HÀM
A. KIẾN THỨC CẦN NHỚ 

1. Định nghĩa đạo hàm tại một điểm
1.1. Định nghĩa : Cho hàm số 
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1.2. Chú ý :  
· Nếu kí hiệu 
[image: image6.wmf](

)

(

)

000

;

xxxyfxxfx

D=-D=+D-

thì : 
 

 


[image: image7.wmf](

)

(

)

(

)

0

00

0

0

0

'limlim

xxx

fxxfx

y

fx

xxx

®D®

+D-

D

==

-D

 .

· Nếu hàm số 
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có đạo hàm tại 
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2. Ý nghĩa của đạo hàm

2.1. Ý nghĩa hình học:  Cho hàm số 
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của hàm số 
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· Phương trình tiếp tuyến của đồ thị hàm số 
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2.2. Ý nghĩa vật lí : 

· Vận tốc tức thời của chuyển động thẳng xác định bởi phương trình : 
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· Cường độ tức thời của điện lượng 
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3. Qui tắc tính đạo hàm và công thức tính đạo hàm
3.1. Các quy tắc : 
Cho 
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· Nếu 
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3.2. Các công thức : 
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4. Vi phân
4.1. Định nghĩa : 
·  Cho hàm số 
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 vi phân của hàm số 
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· Cho hàm số 
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4.2. Công thức tính gần đúng : 
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5. Đạo hàm cấp cao
5.1. Đạo hàm cấp 2 : 

· Định nghĩa :  
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· Ý nghĩa cơ học: Gia tốc tức thời của chuyển động 
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5.2. Đạo hàm cấp cao :  
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B. CÁC DẠNG TOÁN THƯỜNG GẶP : 

6. Tìm đạo hàm theo định nghĩa   
6.1. Phương pháp : Để tìm đạo hàm theo định nghĩa ta có 2 cách sau :
· Cách 1 : Theo quy tắc
· Bước 1 : Cho 
[image: image54.wmf]x

 một số gia 
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· Bước 2 : Tìm giới hạn 
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· Cách 2 : Áp dụng công thức: 
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6.2. Các ví dụ minh họa :

Ví dụ  1.  Tìm đạo hàm của các hàm số sau theo định nghĩa tại các điểm đã chỉ ra:  
a) 
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Ví dụ  2.   Tìm đạo hàm của các hàm số sau theo định nghĩa tại các điểm đã chỉ ra:  
a) 
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Ví dụ  3.   Tìm đạo hàm của các hàm số sau theo định nghĩa :  
a) 
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6.3. Bài tập áp dụng :

Bài 1. Tìm đạo hàm của các hàm số  sau theo định nghĩa tại các điểm đã chỉ ra : 
a) 
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Bài 2. Xét tính liên tục và sự tồn tại đạo hàm và tính đạo hàm của các hàm số sau đây trên 
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c) 
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Bài 3. Tìm đạo hàm của các hàm số  sau theo định nghĩa : 
a) 
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Bài 4. Tìm đạo hàm của các hàm số  sau theo định nghĩa : 
a) 
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Bài 5. Có bao nhiêu tiếp tuyến của 
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6.4. Các ví dụ minh họa :
Ví dụ  4. Tìm đạo hàm của các hàm số sau :      
a) 
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Ví dụ  5. Tìm đạo hàm của các hàm số sau :   
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Ví dụ  6. Chứng minh các công thức tổng quát sau
a) 
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Ví dụ  7. Tìm đạo hàm của các hàm số sau : 
a) 
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Ví dụ  8. Tìm đạo hàm của các hàm số sau : 
a) 
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Ví dụ  9. Tìm đạo hàm của các hàm số sau : 
a) 
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Chú ý : Khi gặp các hàm số phức tạp nếu có thể ta hãy rút gọn hàm số rồi hãy đi tính đạo hàm , đặc biệt là đối với các hàm số có chứa các hàm số lượng giác.

Ví dụ  10. Tìm đạo hàm của các hàm số sau : 
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Ví dụ  11. Cho hàm số :   
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Ví dụ  12. Cho hàm số : 
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Bài 6. Tìm đạo hàm của các hàm số sau : 
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Bài 7. Tìm đạo hàm của các hàm số sau : 
a) 
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Bài 8. Tìm đạo hàm của các hàm số sau : 
a) 
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Bài 9. Tìm đạo hàm của các hàm số sau : 
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Bài 10. a) Cho hàm số  
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       b) Cho hàm số  
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Bài 11. Tìm đạo hàm của các hàm số sau : 
a) 
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Bài 12. Cho hàm số 
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Bài 13. Cho các hàm số : 
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Bài 14. a) Cho hàm số 
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Bài 15. Giải phương trình 
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Bài 16. Cho hàm số 
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Bài 17. Cho hàm số  
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c) 
[image: image205.wmf]'0
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Bài 18. Cho hàm số  
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Bài 19. Tìm các giá trị của tham số 
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Bài 20. Cho hàm số  
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7. Viết phương trình tiếp tuyến của đường cong
7.1. Phương pháp : 
· Khi biết tiếp điểm :  Tiếp tuyến của đồ thị 
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· Khi biết hệ số góc của tiếp tuyến: Nếu tiếp tuyến của đồ thị 
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[image: image222.wmf]k

 thì ta gọi 
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· Giải phương trình (1) tìm 
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 suy ra  
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· Phương trình tiếp tuyến phải tìm có dạng :  
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· Chú ý : 

· Hệ số góc của tiếp tuyến tại 
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 Trong đó 
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 là góc giữa chiều dương của trục hoành và tiếp tuyến . 

· Hai đường thẳng song song với nhau thì hệ số góc của chúng bằng nhau .

· Hai đường thẳng vuông góc nếu tích hệ số góc của chúng bằng 
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· Biết tiếp tuyến đi qua điểm 
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· Viết phương trình tiếp tuyến của 
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· Vì  tiếp tuyến đi qua 
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· Giải phương trình(*) tìm 
[image: image237.wmf]0
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 thế vào (1) suy ra phương trình tiếp tuyến .
7.2. Các ví dụ minh họa :
Ví dụ  13. Cho đường cong 
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. Viết phương trình tiếp tuyến của 
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 trong các trường hợp sau :
a) Tại điểm  
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b) Tại điểm thuộc  
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và có hoành độ 
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c) Tại giao điểm của 
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với trục hoành .  
d) Biết tiếp tuyến đi qua điểm
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Ví dụ  14. Cho đường cong 
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a)  Viết phương trình tiếp tuyến của 
[image: image246.wmf](

)

C

biết tiếp tuyến song song với đường thẳng 
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b) Viết phương trình tiếp tuyến của 
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c) Viết phương trình tiếp tuyến của 
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Ví dụ  15. Cho hàm số 
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. Trong tất cả các tiếp tuyến của đồ thị 
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Ví dụ  16. Cho hàm số 
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(Khối A – 2009) .

Ví dụ  17. Cho hàm số 
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. Tìm các điểm thuộc đồ thị
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 mà qua đó kẻ được một và chỉ một tiếp tuyến với đồ thị 
[image: image258.wmf](

)

C

.
 
 




(Học viện Công nghệ Bưu chính Viễn thông, 1999)

Ví dụ  18. Cho 
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 là đồ thị của hàm số 
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. Chứng minh tiếp tuyến tại một điểm bất kì của 
[image: image261.wmf](
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 cắt trục tung tại một điểm cách đều gốc tọa độ và tiếp điểm .

7.3. Bài tập áp dụng:
Bài 21. Cho hàm số 
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 . Viết phương trình tiếp với 
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a) Tại điểm có hoành độ 
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b) Biết tiếp tuyến song song với đường thẳng : 
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c) Vuông góc với đường thẳng : 
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d) Biết tiếp tuyến đi qua điểm 
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Bài 22. Cho hàm số  : 
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)

31

1

x

yC

x

+

=

-

 .
a) Viết phương trình tiếp tuyến của 
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 tại điểm  
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b) Vết phương trình tiếp tuyến của 
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 tại giao điểm của 
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c) Viết phương trình tiếp tuyến của 
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d) Viết phương trình tiếp tuyến của 
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e) Viết phương trình tiếp tuyến của 
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Bài 23. Cho hàm số : 
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a) Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị 
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 tại điểm  
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b) Chứng minh rằng các tiếp tuyến khác của đồ thị 
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Bài 24. Cho hàm số 
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a) Tại điểm có hoành độ 
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b) Song song với đường thẳng  : 
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Bài 25. Cho hàm số 
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 Tìm các giá trị của 
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để tiếp tuyến của đồ thị của hàm số (1) tại điểm có hoành độ 
[image: image291.wmf]1

x

=-

 đi qua điểm 
[image: image292.wmf](

)

1;2

A

 .

(Dự bị A1 - 2008)

Bài 26. Cho hàm số 
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(Dự bị D1 - 2008)

Bài 27. Cho hàm số 
[image: image295.wmf](

)

3

34

yxC

=+

. Viết phương trình tiếp tuyến của đồ thị 
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Bài 28. Cho hàm số 
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. Trong tất cả các tiếp tuyến của đồ thị 
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Bài 29. Cho hàm số  
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(Dự bị B2 - 2003)

Bài 30. (*) Cho hàm số 
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(Khối D - 2007)

Bài 31. (*) Cho hàm số : 
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. Viết phương trình tiếp tuyến 
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 cắt nhau tạo thành một tam giác cân.

(Dự bị D2 - 2007)

Bài 32. Cho hàm số 
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 kẻ được hai tiếp tuyến với
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Bài 33. (*) Cho hàm số 
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. Qua điểm 
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 có thể kẻ được mấy tiếp tuyến đến đồ thị 
[image: image324.wmf](
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. Viết phương trình các tiếp tuyến ấy .

Bài 34. (*) Cho hàm số 
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.Chứng minh rằng không có tiếp tuyến nào của 
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(Dự bị B2 - 2005).

Bài 35. (*) Cho hàm số 
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. Tìm tất cả các điểm thuộc trục tung sao cho từ đó có thể kẻ được ba tiếp tuyến với đồ thị 
[image: image330.wmf](
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8. Tìm vi phân của hàm số và tính gần đúng nhờ vi phân
8.1. Phương pháp : 
Dựa theo định nghĩa và công thức sau :
· Cho hàm số 
[image: image331.wmf](
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 được gọi là vi phân của hàm số 
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      Kí hiệu : 
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8.2. Các ví dụ minh họa :
Ví dụ  19. Tìm vi phân của các hàm số sau : 
a) 
[image: image338.wmf]2
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b) 
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Ví dụ  20. Tìm vi phân của các hàm số sau : 
a) 
[image: image340.wmf]sin
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b) 
[image: image341.wmf]32
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Ví dụ  21. Tính gần đúng các giá trị sau (lấy 4 chữ số thập phân trong kết quả) : 
a) 
[image: image342.wmf]8,99
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b) 
[image: image343.wmf]0
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c) 
[image: image344.wmf]0
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8.3. Bài tập áp dụng:
Bài 36. Tìm vi phân của các hàm số sau : 
a) 
[image: image345.wmf]2
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b) 
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c) 
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e) 
[image: image349.wmf]3
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f) 
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Bài 37. Cho hàm số 
[image: image351.wmf]33
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Chứng minh đẳng thức :
[image: image352.wmf].cos2.0
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Bài 38. Tính gần đúng các giá trị sau (lấy 4 chữ số thập phân trong kết quả) : 
a) 
[image: image353.wmf]4,02
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b) 
[image: image354.wmf]0
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c) 
[image: image355.wmf]3
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9. Đạo hàm cấp cao
9.1. Phương pháp : 
· Dựa theo các định nghĩa sau : 
· Đạo hàm cấp 2 :  
[image: image356.wmf](
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· Đạo hàm cấp cao :  
[image: image357.wmf](
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· Chú ý :  
Để tìm công thức tính đạo hàm cấp 
[image: image358.wmf]n

 của một hàm số ta tìm đạo hàm cấp 1 , 2 , 3 … sau đó dự đoán công thức tính đạo hàm cấp 
[image: image359.wmf]n

 và chứng minh công thức đó bằng phương pháp quy nạp .

9.2. Các ví dụ minh họa :

Ví dụ  22.  Tìm đạo hàm các cấp đã chỉ ra của các hàm số sau :  
a) 
[image: image360.wmf]=-+-+
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c) 
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Ví dụ  23.  Chứng minh các hệ thức sau với các hàm số được chỉ ra:  
a)  
[image: image366.wmf]32
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[image: image367.wmf](
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Ví dụ  24.  Chứng minh bằng quy nạp các công thức sau đúng 
[image: image368.wmf]*
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b)  
[image: image370.wmf](
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c) 
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Ví dụ  25.  Tìm các đạo hàm cấp 
[image: image372.wmf]n

 của các hàm số sau :  
a) 
[image: image373.wmf]41
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b)  
[image: image374.wmf]2

35

1

xx

y

x

-+

=

+

  . 
Ví dụ  26.  Tìm các đạo hàm cấp 
[image: image375.wmf]n

 của các hàm số sau :    
a) 
[image: image376.wmf]44
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b)  
[image: image377.wmf]8sin.cos3.cos4
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· Chú ý : Khi tìm đạo hàm cấp 
[image: image378.wmf]n

 của một hàm số , nếu được ta hãy biến đổi hàm số đã cho thành tổng của các hàm số có một trong các dạng : 
[image: image379.wmf]+
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 rồi áp dụng các công thức ở ví dụ trên , dự đoán ra công thức đạo hàm cấp 
[image: image380.wmf]n

 của hàm số đã cho và chứng minh lại bằng quy nạp (nếu cần) .
9.3. Bài tập áp dụng:
Bài 39. Tìm đạo hàm các cấp đã chỉ ra của các hàm số sau :   
a) 
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c) 
[image: image385.wmf](
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d) 
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Bài 40. Chứng minh các đẳng thức sau : 
a)  
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c)  
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d) 
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f) 
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Bài 41. Tìm đạo hàm cấp 
[image: image404.wmf]n

 của các hàm số sau :
a) 
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f)  Cho 
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10. Dùng định nghĩa đạo hàm tìm giới hạn 
10.1. Phương pháp : 
Ta có thể sử dụng định nghĩa của đạo hàm : 
[image: image413.wmf](
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để tính các giới hạn có dạng vô định . Bằng cách viết giới hạn cần tìm thành dạng : 
[image: image414.wmf](
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[image: image415.wmf](
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 rồi áp dụng định nghĩa đạo hàm suy ra kết quả của giới hạn .
10.2. Các ví dụ minh họa :

Ví dụ  27. Tìm các giới hạn sau :  
a) 
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Ví dụ  28. Tìm các giới hạn sau :    
a) 
[image: image419.wmf]®
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Ví dụ  29. Tìm các giới hạn sau :  
a) 
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10.3. Bài tập áp dụng:
Bài 42. Tìm  các giới hạn sau :   
a) 
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Bài 43. Tìm  các giới hạn sau :   
a) 
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h) 
[image: image436.wmf]3

0

sin

1

tan

1

lim

x

x

x

x

+

-

+

®

 ;
i) 
[image: image437.wmf]®

++++-+

-

222

2

1

32419346

lim

1

x

xxxx

x

  .

11. Tính các tổng có chứa tổ hợp
11.1. Phương pháp : 
Trong phần đại số tổ hợp khi áp dụng nhị thức Newton để tính các tổng có chứa các công thức tổ hợp đôi khi ta phải biết áp dụng khéo léo việc lấy đạo hàm các cấp của các vế ta sẽ tính được tổng cần tính  .
11.2. Các ví dụ minh họa :

Ví dụ  30. Tính các tổng sau :  
a) 
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11.3. Bài tập áp dụng:
Bài 44. Rút gọn các tổng sau :   
a) 
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Bài 45.  (*) Rút gọn các tổng sau : 
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Bài 46.  Cho số nguyên n thỏa mãn đẳng thức 
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(Dự bị B1 – 2008) .

Bài 47.  Chứng minh rằng với n là số nguyên dương , ta luôn có : 
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(Dự bị D1 – 2008) .

Bài 48. Tìm số nguyên dương n sao cho  :  
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 là số tổ hợp chập k của n phần tử ) .
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