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CHUYÊN ĐỀ

HỆ PHƯƠNG TRÌNH ĐỐI XỨNG

Phần I. 

HỆ PHƯƠNG TRÌNH ĐỐI XỨNG LOẠI  I

TÓM TẮT GIÁO KHOA VÀ PHƯƠNG PHÁP GIẢI TOÁN

I. Hệ đối xứng loại (kiểu) I có dạng tổng quát:
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, trong đó 
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Phương pháp giải chung:
i) Bước 1: Đặt điều kiện (nếu có).

ii) Bước 2: Đặt S = x + y, P = xy với điều kiện của S, P và 
[image: image3.wmf]2

S4P
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.
iii) Bước 3: Thay x, y bởi S, P vào hệ phương trình. Giải hệ tìm S, P rồi dùng Vi–et đảo tìm x, y.

Chú ý:

i) Cần nhớ: x2 + y2 = S2 – 2P, x3 + y3 = S3 – 3SP.

ii) Đôi khi ta phải đặt ẩn phụ u = u(x), v = v(x) và S = u + v, P = uv.
iii) Có những hệ phương trình trở thành đối xứng loại I sau khi đặt ẩn phụ.

Ví dụ 1. Giải hệ phương trình 
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Đặt 
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. Hệ phương trình trở thành:
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Ví dụ 2. Giải hệ phương trình 
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Đặt 
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 Hệ phương trình trở thành:
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Ví dụ 3. Giải hệ phương trình 
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Điều kiện 
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Hệ phương trình tương đương với: 
[image: image16.wmf]22
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Đặt 
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 ta có:
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Ví dụ 4. Giải hệ phương trình 
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Điều kiện 
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. Đặt 
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Thế vào (1), ta được:
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Suy ra:
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II. Điều kiện tham số để hệ đối xứng loại (kiểu) I có nghiệm

Phương pháp giải chung:

i) Bước 1: Đặt điều kiện (nếu có).

ii) Bước 2: Đặt S = x + y, P = xy với điều kiện của S, P và 
[image: image27.wmf]2
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iii) Bước 3: Thay x, y bởi S, P vào hệ phương trình. Giải hệ tìm S, P theo m rồi từ điều kiện (*) tìm m.

Chú ý:

Khi ta đặt ẩn phụ u = u(x), v = v(x) và S = u + v, P = uv thì nhớ tìm chính xác điều kiện u, v.
Ví dụ 1 (trích đề thi ĐH khối D – 2004). Tìm điều kiện m để hệ phương trình sau có nghiệm thực:
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Điều kiện 
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Đặt 
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 Hệ phương trình trở thành:


[image: image33.wmf]2

S1

S1

Pm

S3SP13m

ì

ì

=

=

ï

ï

ïï

Û

íí

ïï

=

-=-

ïï

î

î

.
Từ điều kiện 
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Ví dụ 2. Tìm điều kiện m để hệ phương trình 
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 có nghiệm thực.
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Đặt S = x + y, P = xy, 
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 Hệ phương trình trở thành: 
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Suy ra S và P là nghiệm của phương trình 
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Từ điều kiện ta suy ra hệ có nghiệm 
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Ví dụ 3. Tìm điều kiện m để hệ phương trình 
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Đặt 
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 hệ trở thành:
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Suy ra u, v là nghiệm (không âm) của 
[image: image46.wmf]2

213m

t4t0

2

-

-+=

 (*).

Hệ có nghiệm 
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Ví dụ 4. Tìm điều kiện m để hệ phương trình 
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22

22

(x4x)(y4y)10

xy4x4y10

xy(x4)(y4)m

(x4x)(y4y)m

ì

ì

ï+++=

ï+++=

ïï

Û

íí

ïï

++=

++=

ïï

î

î

.

Đặt 
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 (S = u + v, P = uv).

Điều kiện
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BÀI TẬP

Giải các hệ phương trình sau

1. 
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 (chú ý điều kiện x, y > 0). Đáp số: 
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10. Cho x, y, z là nghiệm của hệ phương trình 
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Hệ phương trình 
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Do x, y, z là nghiệm của hệ nên:
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Đổi vai trò x, y, z ta được 
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Cách 1:
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22

2

122

xx

1

222

(2)xy2xy2

1

2

22

y

y

2

22

ì

ì

ï

ï

ï

ï

£-££

ï

ï

ï

ï

ï

Û+=ÞÞÞ-£+£

íí

ïï

ïï

£

-££

ïï

ïï

î

ï

î

.


[image: image85.wmf]xy0
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 thế vào (2) để giải.
Cách 2:

Đặt S = x + y, P = xy. Hệ trở thành:
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Từ điều kiện 
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Hệ có 4 nghiệm phân biệt 
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Tìm điều kiện của m để các hệ phương trình thỏa yêu cầu
1. Tìm m để hệ phương trình 
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Hệ có nghiệm duy nhất suy ra x = y, hệ trở thành:
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+ m = – 3: 
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 (loại).

+ m = 21: 
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 (nhận).

Vậy m = 21.

2. Tìm m để hệ phương trình: 
[image: image95.wmf]22
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 có nghiệm thực x > 0, y > 0.
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Hệ có nghiệm thực dương 
[image: image98.wmf]2
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Vậy 
[image: image99.wmf]1
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3. Tìm m để hệ phương trình 
[image: image100.wmf]xym
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[image: image101.wmf](
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Suy ra 
[image: image102.wmf]x,y

 là nghiệm (không âm) của phương trình 
[image: image103.wmf]2
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Hệ có nghiệm 
[image: image104.wmf]Û
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Vậy 
[image: image106.wmf]m01m4
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4. Tìm m để hệ phương trình 
[image: image107.wmf]22
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[image: image108.wmf]222

22

xy2(1m)(xy)2xy2(1m)

(xy)4(xy)4

ìì

ï+=+ï+-=+

ïï

Û

íí

ïï

+=+=

ïï

îî
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Hệ có đúng 2 nghiệm thực phân biệt khi 
[image: image110.wmf](
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5. Cho x, y là nghiệm của hệ phương trình 
[image: image111.wmf]222
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. Tìm m để P = xy nhỏ nhất.

HƯỚNG DẪN GIẢI

Đặt 
[image: image112.wmf]Sxy, Pxy
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[image: image113.wmf]2
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[image: image114.wmf]22222

xy2m1S2m1

xym2m3S2Pm2m3

ìì

+=-=-

ïï

ïï

Û

íí

ïï

+=+--=+-

ïï

îî



[image: image115.wmf]22

2

S2m1

S2m1

3

(2m1)2Pm2m3

Pm3m2

2

ì

=-

ï

ì

ï

=-

ï

ï

ï

ÛÛ

íí

ïï

--=+-

=-+

ïï

î

ï

î


Từ điều kiện suy ra 
[image: image116.wmf]22
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Xét hàm số 
[image: image117.wmf]2
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Ta có 
[image: image118.wmf]4211624242
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Vậy 
[image: image119.wmf]116242
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CHUYÊN ĐỀ

 Phần II.

HỆ PHƯƠNG TRÌNH ĐỐI XỨNG LOẠI II

1. Dạng 1: 
[image: image120.wmf]ì
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f(x,y)=0

f(y,x)=0

 (đổi vị trí x và y cho nhau thì phương trình này trở thành phương trình kia)

Phương pháp giải chung

Cách giải 1

Trừ hai phương trình cho nhau, đưa về phương trình tích, giải x theo y (hay ngược lại) rồi thế vào một trong hai phương trình của hệ.

Ví dụ 1. Giải hệ phương trình 
[image: image121.wmf]3
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Giải

Trừ (1) và (2) vế theo vế ta được:


[image: image122.wmf]3322
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Thế y = x vào (1) hoặc (2) ta được:


[image: image124.wmf]3
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Vậy hệ phương trình có nghiệm duy nhất 
[image: image125.wmf]x0
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Ví dụ 2. Giải hệ phương trình 
[image: image126.wmf]2x34y4  (1)
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Điều kiện: 
[image: image127.wmf]3
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Trừ (1) và (2) ta được:


[image: image128.wmf](
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[image: image130.wmf]21
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Thay x = y vào (1), ta được:


[image: image131.wmf]2x34x4x72(2x3)(4x)16
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Vậy hệ phương trình có 2 nghiệm phân biệt 
[image: image133.wmf]11
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Cách giải 2 (nên dùng khi cách 1 không giải được)

Cộng và trừ lần lượt hai phương trình đưa về hệ phương trình mới tương đương gồm hai phương trình tích (thông thường tương đương với 4 hệ phương trình mới).

Ví dụ 3. Giải hệ phương trình 
[image: image134.wmf]3
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Giải

Trừ và cộng (1) với (2), ta được:
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[image: image136.wmf]22
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+ 
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+ 
[image: image139.wmf]222
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+ 
[image: image140.wmf]22
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Vậy hệ phương trình có 5 nghiệm phân biệt: 
[image: image141.wmf]x0x1x1x3x3

x0y1y1

y3y3

ìì

ììì

ïï

==-===-

ïïï

ïï

ïïïïï

ÚÚÚÚ

ííííí

ïïïïï

===-

==-

ïïïïï

îîî

ïï

îî

.

Cách 3. Sử dụng hàm số đơn điệu để suy ra x = y

Ví dụ 4. Giải hệ phương trình 
[image: image142.wmf]2x34y4  (1)
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Giải

Điều kiện: 
[image: image143.wmf]3
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Trừ (1) và (2) ta được:

    
[image: image144.wmf]2x34x2y34y
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Xét hàm số 
[image: image145.wmf]3

f(t)2t34t, t; 4

2

éù

êú

=+--Î-

êú

ëû

, ta có:

    
[image: image146.wmf]/

113

f(x)0, t; 4

2

2t324t

æö

÷

ç

=+>"Î-

÷

ç

÷

÷

ç

èø

+-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image147.wmf](3)f(x)f(y)xy
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.

Thay x = y vào (1), ta được:

    
[image: image148.wmf]2x34x4x72(2x3)(4x)16
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[image: image149.wmf]2
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Vậy hệ phương trình có 2 nghiệm phân biệt 
[image: image150.wmf]11
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Ví dụ 5. Giải hệ phương trình 
[image: image151.wmf]3
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Giải

Xét hàm số 
[image: image152.wmf]3/2
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Hệ phương trình trở thành 
[image: image153.wmf]f(x)y  (1)
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+ Nếu 
[image: image154.wmf]xyf(x)f(y)yx
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(do (1) và (2) dẫn đến mâu thuẩn).

+ Nếu 
[image: image155.wmf]xyf(x)f(y)yx
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(mâu thuẩn).

Suy ra x = y, thế vào hệ ta được 
[image: image156.wmf]3
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Vậy hệ có nghiệm duy nhất 
[image: image157.wmf]x0
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.

Chú ý:

Khi gặp hệ phương trình đối xứng loại II dạng 1, ta nên giải cách 1. Nếu giải không được mới nghĩ đến cách 2 và 3, nếu vẫn không giải được thì quay trở về đề bài và tìm điều kiện chính xác rồi giải lại cách 1! 

Ví dụ 6 (trích đề thi ĐH khối B – 2003). Giải hệ phương trình: 
[image: image158.wmf]2
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Giải

Nhận xét từ hệ phương trình ta có 
[image: image159.wmf]x0
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Trừ (1) và (2) ta được:


[image: image161.wmf](xy)(3xyxy)0xy (3xyxy0).
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Với 
[image: image162.wmf]32
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image163.wmf]2

(x1)(3x2x2)0x1.

Û-++=Û=


Vậy hệ có 1 nghiệm 
[image: image164.wmf]x1

y1

ì

=

ï

ï

í

ï

=

ï

î

.

2. Dạng 2: 
[image: image165.wmf]ì
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f(x,y)=0

g(x,y)=0

, trong đó chỉ có 1 phương trình đối xứng

Phương pháp giải chung

Cách giải 1

Đưa phương trình đối xứng về dạng tích, giải y theo x rồi thế vào phương trình còn lại.

Ví dụ 1. Giải hệ phương trình 
[image: image166.wmf]2
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Giải

Điều kiện: 
[image: image167.wmf]x0, y0
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. Ta có:
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+ Với y = x: 
[image: image169.wmf]2
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.

+ Với 
[image: image170.wmf]1

y
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: (2) vô nghiệm.

Vậy hệ phương trình có 2 nghiệm phân biệt 
[image: image171.wmf]x1x1

y1y1

ìì

==-

ïï

ïï

Ú

íí

ïï

==-

ïï

îî

.

Cách giải 2 (nên dùng khi cách 1 không giải được)

Đưa phương trình đối xứng về dạng 
[image: image172.wmf]f(x)f(y)xy
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 với hàm f đơn điệu.

Ví dụ 2. Giải hệ phương trình 
[image: image173.wmf]2
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Giải

Tách biến phương trình (1), ta được:          


[image: image174.wmf](1)xcosxycosy
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 (3).

Xét hàm số 
[image: image175.wmf]/
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Suy ra 
[image: image176.wmf](3)f(x)f(y)xy
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.

Thay x = y vào (2), ta được:


[image: image177.wmf]32
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Vậy hệ phương trình có nghiệm duy nhất 
[image: image178.wmf]x3
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Chú ý: 

Cách giải sau đây sai:
[image: image179.wmf]2
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Giải

Điều kiện: 
[image: image180.wmf]x0, y0
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.

Xét hàm số 
[image: image181.wmf]/
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Suy ra 
[image: image182.wmf](1)f(x)f(y)xy
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!

Sai do hàm số f(t) đơn điệu trên 2 khoảng rời nhau (cụ thể f(–1) = f(1) = 0).

BÀI TẬP

Giải các hệ phương trình sau

1) 
[image: image183.wmf]2
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2) 
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3) 
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[image: image188.wmf]x8
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4) 
[image: image189.wmf]x1y23
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[image: image190.wmf]x3
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5) 
[image: image191.wmf]x32y3
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6) 
[image: image193.wmf]3
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[image: image194.wmf]x0x3x3
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. Đáp số: 
[image: image196.wmf]x1
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8) 
[image: image197.wmf]2
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9) 
[image: image199.wmf]22
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[image: image201.wmf]32
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11) (trích đề thi ĐH khối A – 2003) 
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11

xy  (1)

xy

    2yx1  (2)

ì

ï

ï

-=-

ï

ï

í

ï

ï

=+

ï

ï

î

.

Hướng dẫn giải

Điều kiện: 
[image: image204.wmf]x0, y0.
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[image: image205.wmf]xy11

(1)xy0(xy)10xyy.

xyxyx

æö

-

÷

ç

Û-+=Û-+=Û=Ú=-

÷

ç

÷

÷

ç

èø


+ Với 
[image: image206.wmf]xy
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(2) 
[image: image207.wmf]15
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+ Với 
[image: image208.wmf]4
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Xét hàm số 
[image: image209.wmf]4/3
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[image: image211.wmf]4
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 vô nghiệm.

Cách khác:

+ Với 
[image: image212.wmf]4

x1x20xx20
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.

+ Với 
[image: image213.wmf]44

x1xxxxx20
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.

Suy ra (2) vô nghiệm.

Vậy hệ phương trình có 3 nghiệm phân biệt 
[image: image214.wmf]1515
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Hướng dẫn giải

Trừ (1) và (2) ta được:


[image: image216.wmf]xysinysinxxsinxysiny (3).
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Xét hàm số 
[image: image217.wmf]/
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[image: image218.wmf](3)f(x)f(y)xy(1)xsinx0  (4).
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Xét hàm số 
[image: image219.wmf]/
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 (4) có không quá 1 nghiệm.

Do 
[image: image220.wmf]g(0)0(4)x0.
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 Vậy hệ có 1 nghiệm 
[image: image221.wmf]x0
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Phần III.

HỆ PHƯƠNG TRÌNH ĐỐI XỨNG
VÀ MỘT SỐ BÀI TOÁN CÓ LIÊN QUAN

3.1  Dùng ẩn phụ để đưa hệ phương trình đối xứng không giải được theo cách giải “quen thuộc” về hệ phương trình đối xứng giải được theo cách giải “quen thuộc”

Ví dụ 1. Giải hệ phương trình 
[image: image222.wmf]30
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· Đây là hệ phương trình đối xứng loại một đối với hai ẩn x và y và không giải được theo cách giải “quen thuộc”. 

· Dùng ẩn phụ 
[image: image223.wmf]ux

=

 và 
[image: image224.wmf]vy

=

 đưa hệ phương trình về hệ phương trình giải được theo cách giải “quen thuộc”.

· Nghiệm của hệ phương trình là 
[image: image225.wmf](4;9),(9;4).


Ví dụ 2. Giải hệ phương trình 
[image: image226.wmf]4
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· Đây là hệ phương trình đối xứng loại hai đối với hai ẩn x và y và không giải được theo cách giải “quen thuộc”.

· Dùng ẩn phụ 
[image: image227.wmf]4

1

ux

=-

 và 
[image: image228.wmf]4

1

vy

=-

 đưa hệ phương trình về hệ phương trình giải được theo cách giải “quen thuộc”.

· Nghiệm của hệ phương trình là 
[image: image229.wmf](1;1).


Ví dụ 3. Giải hệ phương trình 
[image: image230.wmf]2
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· Đây là hệ phương trình đối xứng loại hai đối với hai ẩn x và y và không giải được theo cách giải “quen thuộc”.

· Dùng ẩn phụ 
[image: image231.wmf]ux

=

 và 
[image: image232.wmf]vy

=

 đưa hệ phương trình về hệ phương trình giải được theo cách giải “quen thuộc”.

· Nghiệm của hệ phương trình là 
[image: image233.wmf](0;0),(2;2),(2;2),(2;2),(2;2).

----


Ví dụ 4. Giải hệ phương trình 
[image: image234.wmf]22
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· Đây là hệ phương trình đối xứng loại một đối với hai ẩn x và y và không giải được theo cách giải “quen thuộc”.

· Dùng ẩn phụ 
[image: image235.wmf]uxy

=+

 và 
[image: image236.wmf]vxy

=-

 đưa hệ phương trình về hệ phương trình giải được theo cách giải “quen thuộc”.

· Nghiệm của hệ phương trình là 
[image: image237.wmf]1331133131

(;),(;),(;),(;),(;),

2222222222

-----



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image238.wmf]31

(;),

22

-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image239.wmf]13
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[image: image240.wmf]13
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Ví dụ 5. Giải hệ phương trình 
[image: image241.wmf]22

22

11

4

11

4

xy

xy

xy

xy

ì

+++=

ï

ï

í

ï

+++=

ï

î


· Đây là hệ phương trình đối xứng loại một đối với hai ẩn x và y và nếu giải theo cách giải “quen thuộc” thì dẫn đến hệ phương trình rất phức tạp.

· Dùng ẩn phụ 
[image: image242.wmf]1

ux

x
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 và 
[image: image243.wmf]1

vy

y
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 đưa hệ phương trình về hệ phương trình giải được theo cách giải “quen thuộc”.

· Nghiệm của hệ phương trình là 
[image: image244.wmf](1;1).


Trong một số trường hợp khi gặp hệ phương trình đối xứng ta không thể giải được theo cách giải “quen thuộc” và cũng không chọn được ẩn phụ nào thích hợp để đưa về cách giải “quen thuộc”, khi đó ta sẽ dùng phương pháp đánh giá, hay sử dụng tính đơn điệu của hàm số để giải quyết. Các ví dụ sau đây sẽ minh hoạ cho hai trường hợp như thế.

Ví dụ 6. Giải hệ phương trình 
[image: image245.wmf]7116
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Giải. Điều kiện 
[image: image246.wmf][

]
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Cộng vế theo vế ta có 
[image: image247.wmf](711)(711)12

xxyy
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Theo bất đẳng thức Bu-nhi-a-cốp-xki ta có 
[image: image248.wmf](711)6
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 và 
[image: image249.wmf](711)6
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 nên 
[image: image250.wmf](711)(711)12

xxyy
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. Do đó (*) 
[image: image251.wmf]711
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[image: image252.wmf]2.
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Û==


Vậy hệ phương trình có nghiệm duy nhất 
[image: image253.wmf](2;2).


Ví dụ 7. Giải hệ phương trình 
[image: image254.wmf]22
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 Bài toán này không thể giải quyết được theo phương pháp đánh giá như trên.

Giải. Điều kiện 
[image: image255.wmf][

]
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Trừ từng vế hai phương trình cho nhau ta được :


[image: image256.wmf]22022()()

xyyxxxyyfxfy
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trong đó  
[image: image257.wmf]()2

fttt

=--

   với 
[image: image258.wmf]02.

t

££

 Dễ thấy 
[image: image259.wmf]()

ft

 là hàm đồng biến trên khoảng 
[image: image260.wmf](0;2).

 Vì thế 
[image: image261.wmf]()().

fxfyxy

=Û=


Thay 
[image: image262.wmf]xy

=

 vào phương trình 
[image: image263.wmf]22

xy
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 ta được 
[image: image264.wmf]220
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 hoặc 
[image: image265.wmf]2.

x

=


Vậy nghiệm của hệ phương trình là 
[image: image266.wmf](0;0)

 và 
[image: image267.wmf](2;2).


3.2. Dùng ẩn phụ để đưa phương trình về hệ phương trình đối xứng

Ví dụ 8. Giải phương trình 
[image: image268.wmf]44

622

xx
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· Phương trình này không thể giải quyết được bằng phép biến đổi tương đương.

· Dùng ẩn phụ 
[image: image269.wmf]4

6

ux

=-

 và 
[image: image270.wmf]4

2

vx

=-

 đưa phương trình về hệ phương trình đối xứng loại một với cách giải “quen thuộc”.

· Nghiệm của phương trình là 
[image: image271.wmf]2

x

=

 và 
[image: image272.wmf]6.

x

=


· Dạng tổng quát của bài toán này là 
[image: image273.wmf]()().
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afxbfxc
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Ví dụ 9. Giải phương trình 
[image: image274.wmf]3

3
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xx
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· Phương trình này không thể giải quyết được bằng phép biến đổi trực tiếp.

· Dùng ẩn phụ 
[image: image275.wmf]3

21

ux

=-

 đưa phương trình về hệ phương trình đối xứng loại hai với cách giải “quen thuộc”.

· Nghiệm của phương trình là 
[image: image276.wmf]15

2

x
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 và 
[image: image277.wmf]1.

x

=


· Dạng tổng quát của bài toán này là 
[image: image278.wmf].
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Ví dụ 10. Giải phương trình 
[image: image279.wmf]99

xx

++=


· Nếu dùng phép biến đổi tương đương sẽ dẫn đến phương trình bậc bốn phức tạp.

· Dùng ẩn phụ 
[image: image280.wmf]9

ux
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 đưa phương trình về hệ phương trình đối xứng loại hai với cách giải “quen thuộc”.

· Nghiệm của phương trình là 
[image: image281.wmf]1937

.

2

x

+
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· Dạng tổng quát của bài toán này là 
[image: image282.wmf].

xaax
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Ví dụ 11. Giải phương trình 
[image: image283.wmf]3

3

9(3)6

xx
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· Nếu dùng phép biến đổi tương đương sẽ dẫn đến phương trình rất phức tạp.

· Dùng ẩn phụ 
[image: image284.wmf]3

39

ux
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 đưa phương trình về hệ phương trình đối xứng loại hai với cách giải “quen thuộc”.

· Nghiệm của phương trình là 
[image: image285.wmf]1.

x

=


· Dạng tổng quát của bài toán này là 
[image: image286.wmf]()

n

n

axbcdxex
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 trong đó 
[image: image287.wmf]dac

a
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 và 
[image: image288.wmf].
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 Ta sử dụng ẩn phụ 
[image: image289.wmf].
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Ví dụ 12. Giải phương trình 
[image: image290.wmf]3

7
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· Bài toán này rất khó giải nếu không dùng ẩn phụ.

· Dùng ẩn phụ 
[image: image291.wmf]7

log(61)

ux
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 đưa phương trình về hệ phương trình đối xứng loại hai.

· Nghiệm của phương trình là 
[image: image292.wmf]0

x
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 và 
[image: image293.wmf]1.

x
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· Dạng tổng quát của bài toán này là 
[image: image294.wmf]11
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Ví dụ 13. Giải phương trình 
[image: image295.wmf]22
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· Dùng ẩn phụ 
[image: image296.wmf]2

12
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 đưa phương trình về hệ phương trình đối xứng loại hai.

· Nghiệm của phương trình là 
[image: image297.wmf]15
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[image: image298.wmf]1
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  và 
[image: image299.wmf]1.
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· Dạng tổng quát của bài toán này là 
[image: image300.wmf]22

().

ababxx
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Phần IV.

BÀI TẬP BỔ SUNG

1) 
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5) 
[image: image305.wmf]
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   Tìm nghiệm dương của phương trình

6) 
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7) Tìm m để hệ phương trình sau có đúng 2 nghiệm.
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